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1. Αποφανθείτε αν οι παρακάτω ισχυρισµοί είναι ορθοί, αιτιολογώντας πλήρως της απάντηση σας. Αν ο
ισχυρισµός είναι ορθός, τότε κάντε πλήρη απόδειξη στηριζόµενοι σε ορισµούς και γνωστά ϑεωρήµατα,
ενώ αν δεν είναι ορθός, τότε δώστε κατάλληλο αντιπαράδειγµα. Βαθµολογείται µόνον η αιτιολόγηση.

(i) (005%) ∆εν υπάρχουν παραγωγίσιµες συναρτήσεις f : R→ R και g : R→ R µε f 6= g τέτοιες ώστε
f ′(x) = g′(x) για κάθε x ∈ R.
Λύση.

Λάθος. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f : R → R, g : R → R µε τύπους f(x) = x + 1, x ∈ R, και
f(x) = x+ 2, x ∈ R.

(ii) (005%) Η µοναδική συνάρτηση f : R→ R που έχει οποιασδήποτε τάξης παραγώγους και οι οποίες
είναι όλες ίσες µεταξύ τους, είναι η f(x) = ex, x ∈ R.
Λύση.

Λάθος. Το ίδιο ισχύει και για τη συνάρτηση f(x) = 0, x ∈ R.
(iii) (005%) Αν µια ακολουθία έχει άπειρες σε πλήθος υπακολουθίες που συγκλίνουν στο ίδιο όριο, τότε

είναι και η ίδια συγκλίνουσα.
Λύση.

Λάθος. Θεωρούµε την ακολουθία an = (−1)n, n ∈ N. Για κάθε k ∈ N, η ακολουθία bn = (−1)(2k)n
είναι υπακολουθία της an και συγκλίνει στο 1 ως σταθερή. ΄Οµως η αρχική ακολουθία δε συγκλίνει.

(iv) (005%) ΄Ολες οι ακολουθίες είναι συνεχείς και παραγωγίσιµες συναρτήσεις.
Λύση.

Λάθος. Παραγωγισιµότητα ορίζεται µόνο σε σηµεία συσσώρευσης του πεδίου ορισµού, και το N δεν
περιέχει κανένα σηµείο συσσώρευσης.

(v) (005%) Αν f : R→ (0,+∞) και limx→0 f(x) = l, τότε υπάρχει το l−1.
Λύση.

Λάθος. Θεωρούµε τη συνάρτηση

f(x) =

{
x2, x ∈ R\{0}
1, x = 0

και έχουµε limx→0 f(x) = 0.
(vi) (005%) Το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Cauchy µπορεί να αποδειχθεί µε διπλή εφαρµογή του Θε-

ωρήµατος Μέσης Τιµής του Lagrange.
Λύση.

Λάθος. Εφαρµόζοντας δυο ϕορές το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Lagrange, δεν προκύπτει υποχρε-
ωτικά το ίδιο σηµείο ξ.

(vii) (005%) Αν η f : R→ R είναι παραγωγίσιµη τότε η f ′ : R→ R είναι συνεχής.
Λύση.

Λάθος. Θεωρούµε τη συνάρτηση

f(x) =

{
x2 sin(1/x), x ∈ R\{0}
0, x = 0.

΄Εχουµε

f ′(x) =

{
2x sin(1/x)− cos(1/x), x ∈ R\{0}
0, x = 0



και το limx→0 f
′(x) δεν υπάρχει.

(viii) (005%) Το supremum µιας συνάρτησης δεν ταυτίζεται υποχρεωτικά µε το supremum του συνόλου
τιµών της.
Λύση.

Λάθος. Το supremum µιας συνάρτησης ορίζεται ως το supremum του συνόλου τιµών της.
(ix) (005%) Αν µια συνάρτηση f : [1,+∞) → R είναι παραγωγίσιµη και f ′(x) > 0, για κάθε x ∈

[1,+∞), τότε limx→+∞ f(x) = +∞.
Λύση.

Λάθος. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = 1− 1

x
, x ∈ [1,+∞).

(x) (005%) Αν f : [0, π2 ) → R είναι µια συνεχής συνάρτηση, τότε υπάρχει συνεχής επέκταση της στο
[0, π2 ].
Λύση.

Λάθος. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = tanx, x ∈ [0, π2 ).
(xi) (005%) Το όριο µιας συνάρτησης f : R→ R στο σηµείο ξ ισούται µε l αν και µόνον αν

(∀ε > 0) (∃n ∈ N) (∀x ∈ R) µε 0 < |x− ξ| < 1

n
ισχύει |f(x)− l| < ε.

Λύση.

Σωστό. Αν το όριο υπάρχει, τότε επιλέγουµε n µε 1
n < δ, όπου το δ είναι αυτό που εµφανίζεται στον

ορισµό του ορίου. Αν ισχύει η σχέση που δίνεται στην εκφώνηση, τότε παίρνουµε δ = 1
n .

(xii) (005%) Αν f : R→ R, g : R→ R, ξ ∈ R και υπάρχουν τα όρια limx→ξ f(x)g(x) και limx→ξ f(x),
τότε υπάρχει και το όριο limx→ξ g(x).
Λύση.

Λάθος. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f : R→ R, g : R→ R µε τύπους f(x) = 0, x ∈ R, και

g(x) =

{
sin 1

x , x ∈ R\{0}
0, x = 0.

2. (010%) Εξηγήστε γιατί δεν εφαρµόζεται ο Κανόνας L’ Hôpital για τον υπολογισµό του ορίου

lim
x→0

x2 sin(1/x)

sinx
.

Λύση.

Αν είναι I ένα ανοικτό διάστηµα, x0 εσωτερικό σηµείο του I και f : I → R, g : I → R παραγωγίσιµες
συναρτήσεις. ΄Εστω ότι g′(x) 6= 0 για κάθε x ∈ I, εκτός ενδεχοµένως από το x0. Υποθέτουµε ότι

lim
x→x0

f(x) = 0 και lim
x→x0

g(x) = 0,

ή
lim
x→x0

f(x) = ±∞ και lim
x→x0

g(x) = ±∞.

Τότε, σύµφωνα µε τον Κανόνα L’ Hôpital, έχουµε

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
,

εφόσον το όριο του πηλίκου των παραγώγων υπάρχει ή απειρίζεται ϑετικά ή αρνητικά. Για το όριο που
δόθηκε στην εκφώνηση, ϑεωρούµε τις συναρτήσεις

f(x) =

{
x2 sin(1/x), x ∈

[
−π

4 ,
π
4

]
\{0}

0, x = 0

g(x) = sinx, x ∈
[
−π
4
,
π

4

]
,

και έχουµε

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

2x sin(1/x)− cos(1/x)

cosx

το οποίο δεν υπάρχει. Συνεπώς ο Κανόνας L’ Hôpital δε µπορεί να εφαρµοστεί στον υπολογισµό του
συγκεκριµένου ορίου.



3. (010%) ΄Εστω f : R → R µια συνεχής συνάρτηση µε limx→−∞ f(x) = −∞ και limx→+∞ f(x) = +∞.
Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα του Bolzano, αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ R τέτοιο ώστε f(ξ) = 0.
Λύση.

Αφού limx→−∞ f(x) = −∞, υπάρχει x1 ∈ R τέτοιο ώστε f(x1) < 0. Οµοίως, αφού limx→+∞ f(x) =
+∞, υπάρχει x2 ∈ R τέτοιο ώστε f(x2) > 0. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα του Bolzano, έχουµε το
Ϲητούµενο.

4. (010%) Θεωρούµε το σύνολο A που αποτελείται από όλα τα x ∈ R, για τα οποία ισχύει

(∀ε > 0) ισχύει − ε

2
< x <

ε

3
.

Βρείτε το supremum του συνόλου
B = {x−1 : x ∈ A\{0}}.

Λύση.

Παίρνοντας το όριο όταν το ε τείνει στο µηδέν από τα ϑετικά, στη σχέση

− ε
2
< x <

ε

3

έχουµε ότι το µοναδικό στοιχείο του συνόλου A είναι το x = 0. Συνεπώς το σύνολο B δεν περιέχει
στοιχεία και έτσι supB = sup ∅ = −∞.

5. (010%) Αποδείξτε ότι κάθε πραγµατική ακολουθία Cauchy είναι ϕραγµένη. Αποδείξτε όποιο ϑεώρηµα
χρησιµοποιήσετε.
Λύση.

΄Εστω ε > 0. Από το ορισµό της ακολουθίας Cauchy, υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε m,n ∈ N
µε m,n > n0 να ισχύει |am − an| < ε. Σταθεροποιούµε το m επιλέγοντας m = n0 και έτσι, για τυχόν
n > n0, έχουµε

|an| ≤ |an0 − an|+ |an0 | < ε+ |an0 | = σταθερά.

Για τυχόν n ≤ n0, έχουµε

|an| ≤ max{|a1|, |a2|, |a3|, . . . , |an0 |} = σταθερά.

Από τα παραπάνω προκύπτει το Ϲητούµενο.


